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Ober ein dynamisches Wiirfelatommodell. 
Von E. Madelung und A. Land~. 
Mit oiner Abbildung. 
(Eingegangen am 18. Juni 1920.) 
Die dynamische Behandlung des Wiirfelatommodells, welches yon 
acht Elektronen mit den Koordinaten 1) 
I. x, y, z, II. ~, -=y, - -z ,  11I. - -x ,  y, --~, 1V. - -x ,  --V, z, 
V. - -x , - -y , - - z ,  V1. - -x,  y, z, VIL x, - -y ,  ~, VIII. x, V, - - z  
gebi ldet  wird, beruht darauf, da~ durch diese Symmetriebedingungen 
das AehtkSrperproblem auf ein EinkSrperproblem zuriickgeffihrt wird 
yon dem man, wenjgstens im Grenzfall kleiner bzw. groBer Kern- 
ladungen Ze, explizite LSsungen angeben kann2), bei kleinem Z in 
Gestalt kleiner Kreisbahnen um die Wiirfelecken (I1, w 2), welche sich 
bei grol~em Z zu sphiirischen Dreieoken mit asymptotisch scharfen 
Eeken verzerren (III, w 1). Der l~achteil dieses Modells besteht darin, 
da~ es wesentlich hShere potentielle Energie besitzt als der ebene 
8-Ring, und da~ bei Einwirkung auBerer Kr~fte die erzeugten Bahn- 
st~rungen des Modells yon sehr viol hSherer GrSl~enor.dnung sind als 
die erzeugenden StSrungskr~ifte: Die geringftigigste StSrung eines 
Elektrons l~iBt dasselbe nieht mehr mit seinem Spiegelelektron zu dem 
die Symmetrie erhaltenden Sto~ zusammentreffen, sprengt vielmehr 
das ganze Bahnensystem auseinander. 
Diese beiden Naehteile werden vermieden bei einem im folgen- 
den zu behandelnden Wfirfelatommodell, welches durch Ineinander- 
greifen yon zwei Tetraedermodellen tsteht, die der eine yon uns 
friiher behandelt hat (HI, w 3). Die Etektronen V bis VI I I  sollen 
hier nieht mehr die am Symmetriezentrum invertierten Lagen yon 1 
Ms IV einnehmen, also im Bogenabst~nd z hinter bzw. vor letzteren 
herlaufen, sondern in einem yon ~ abweichenden Bogenabstand a, fiir 
den wit sp~iter den ungef~hren Wert ~ ~ 750 feststellen werden. Frei- 
lich geht dadurch der Vorteil der bisher behandelten Polyederbahnen, 
dal~ sieh das n-KSrperproblem auf ein EinkSrperproblem reduziert, ver- 
ioren, weil die ach$ Elektr0nen daun nieht mehr in jedem Moment 
gleichbereehtigt sind, sondern sich in zwei Gruppen yon je vier 
untereinander gleichberechtigten Elektronen einteilen. Man hat viel- 
a) A. Land6, Sitzungsber. d preu~. Akad. d. Wiss. 1919, S. 101. 
~) Derselbe, Verb. d. D. Phys. Ges. 21, I. Mitteil. S. 2, 1I. MitteiL S. 644, 
I1]. Mitteil. S. 653, 1919, IV. Mittei]. ZS.f. Phys. 2, 83, 1920, im folgenden zltiel~ 
als I, II, HI, ~V. 
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mehr ein wesentlich komplizierteres ZweikSrperproblem zu 16sen, ver- 
einfaeht nur dutch die Bedingung der Periodizit~it der L6sung und 
der Gleichberechtigung der beiden Bahnengesamtheiten jener zwei 
Gruppen yon je vier Elektronen. 
Einfaehe Verh~ltnisse erhii lt-man dagegen bei gro•er Kern- 
ladungszahl Z, wobei Z = 8 bereits als ngro~" anzusehen ist, well 
dabei der zeitlieh ver~inderliehe Tell des Cou lomb sehen Potentials 
der Ladungen klein ist gegen den zeitliehen Mittelwert dieses Poten- 
tials (s. u.). In diesem Fall hat man fiir die vier Elektronen I bis IV 
die durch Zentralabstand Q, Azimut ~ und HShe ~ beschriebenen 
und bereits frfiher behandelten Bahnen bei groBem Z [vgl. III, (10)] 
x = +0 Tcos~ +~~ 
[1  1 
I. V = + 0 -=s in  
1/2 V 
/i :+ Ii--- {i--- II. = - -  III. --- + IV. - - - - -  =-+ 
Dabei ist 0 bei grollem Z zeitlieh anniihernd konstant, ~ anniihernd 
gleieh Null und ~ ann~hernd gteieh rot. Die vier Elektronen be- 
sehreiben also nach (1) bei grolle m Z vier Kreisbahnen mit der 
Frequenz eo um das Zentrum, deren Ebenen senkreeht auf den vier 
Hauptdiagonalen des im x~/z-System orientierten Wiirfels stehenl). 
Die im Winkelabstand ~ hinter I bis IV herlaufenden Elektronen 
haben dann die Koordinaten (q0 -]: er - -  q~P) 
+o' [V~yeoscp .  " 1 , 
v 
9 y 
1}_--_+_ VlLli - _:- VI. -=  VIII. V=- -  
1) Vgl. ~ig. 1 in IV, ZS. f. Phys, 21 83, 1920. 
232 E. Madelung und h. Land6, [II/3 
wobei bei groflem Z asymptotisch 
= Q '= eonst, ~--- ~t___ 0, r ~ q0 l - - -  ~ = const, ep ~ cot (3) 
wird. 
Um wenigstens fiir grol~e Z den Radius 0 und die Energie W 
9 n 2 Nh  
o -"  ao '~_~,  w- -  - .~- ( z -  s~)~ (4) 
des Modetls (1) (2) zu finden, muB man die Abschirmungszahl ss der 
acht Elektronen auf ihren Ka'cisbahnen berechnen, das ist das mit 
1 ~ multiplizierte Cou]ombsehe Potential eines Elektrons gegen 
2 ,2 
die sieben anderen, welches aueh im Gronzfall (3) nicht konstant ist, 
sondorn bei variierendem Azimut q0 mit  geringer Amplitude und der 
Periode o 2 - - _+ 600 um einen Mittelwert ss oszilliert. 
I. Berechnungsmethode yon ~ (Landd). ~ennt man xyz  
die Koordinaten yon Iund  x 'y ' z  r die yon V im Grenzfall  (3), so 
erh~lt man aus der Wirkung yon I gegen II, III, ... VI I I  die Ab- 
schirmungszahh 
~:  ~1/~2+,t~ ~ f4z~+4~,+~'~'~,+~v~ 
1 1 
+ ~/(x-~,)~ + (v-~')* + (, ' , ' )~ + Y(*-~,)~ + (v + v')* +"(, + ~') ~ 
+ r + ~')~ + (~-~')~ +(. +.') '  + f(~ + ~')2 ~-(~ + v')'~ (.-.')~ 
Einsetzung yon ( lx )uud  (2v) gibt bei Einfiihrung der Ab- 
kiirzungen 
s+ ~--- sin ~ 4- sin ~', 
folgenden Ausdruek ffir s s 
~(~) -"~r ~ oo~2~ +4r + co~ 2 ~-  #-s~,, 2~ 
+. 41/4+ cos2~ + ~s~n 2~ 4 2~-~ ~I/4~ + 2 e~ .+ ~d 
d 
2 I/5 c.~ + e_ ~ + 3 s~ + 3s_' + 2 l/~g(c, s. - c s_) 
+ @~ 
(5) 
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Dio drei ersten Glieder, welche die Abschirmungszahl der vier 
Elektronen Ib i s  IV  wiedergeben, treten aueh in I I I ,w  5 auf als 84 (r 
mit den nach je 60 ~ sich wiederholenden Werten 
s, (0o) = 0,980, s, (30 o) ----- 0,956, st -~- 0,968. (5') 
Der Wert  der vier letzten Glioder (5) h~ngt ab yon dem Winkel 
~ r r In  Wirkliehkeit wird sich nun ein soleher Winkel ~ aus- 
bilden, bei dem ~s ein Minimum wird. Man hat also ~ zu bestimmen 
aus der Gleiehung ~ ~s/b ~ --- 0, was nur dureh umstiindliehe numerisehe 
Reehnungen zu erreiehen ist. Wi r  vereinfaehen uns aber die Aufgabe, 
indem wir start des wirkliehen Mittelwertes yon ss fiber alle Winkel q 
einfach das arithmetisehe Mittel von Ss ffir r  o und r  o 
als Ss anspreehen. Das ist erlaubt, weft die Sehwankung yon Ss mit (p 
nut goring ist, wie sich aus folgender Zusammonstellung ergibt: 
--- 60~ s8(0 o) = 2,516 ss(30 o) --- 2,533 ~s ~ 2,524 
----- 900: ss (0o) ~ 2,512 ss (300) - -  2,488 Ss ----- 2,500 
cr =120o:  Ss(0 o) ~ 2,789 ss(30o ) ----- 2,534 ~s ~ 2,661 
Allgemein wird aus (5)(5') :  ,, +.  / 
+__- 2-T-- ] 
(6) 
ss (r = 30 ~ = 0,956 + ~ - -  2 cos ~ "4- ~3-sin ~r 
+ 1+ 
2 -}- 2 cos ~ 2 ~ ~r~sin e
Aus der Minimalbedingung 3 ~8/3 er ffir das arithmetisehe Mittel 
dieser beiden Funktionen ergibt sieh ~ in der ~qKhe yon 
----- 750 mit "~s (0 ~ = 2,476, ss (30 e) = 2,496, (7) 
Mittelwert ~s = 2,486. (8) 
Das Ergebnis ~ ~ 750 bringt es mit sieh, dal] ~s nicht nur das 
arithmetisehe Mittel fiir qv ~ 0 o und 9 ~ ~ 30 o, sondern fiir die v ie r  
Azimute qo ~-  0o~ 15 o, 30% 45 ~ ist, wie aus der Periodizitiit yon Ss mit 
-~- _+600 folgt. 
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2. Berechnungsmethode yon Ss (Madelung):  Eine zwoite 
Berechnungsmethode ergibt sich dutch folgende Ube~legungen: Be- 
trachtet man nur zwei Bahnen des Tetravderverbandes~ o s$ellen 
diese zwei grfi$te Kugolkreise dar e die sich unter einem Winkel 
a(cos~ ~-~)  schneiden. Befindet sich das Elektron I des ersten 
Kreises in einem Schnittpunkt S1 (vgl. Figur), so befinde~ sieh das 
des anderen Kreises I I  im diametralen Schnittpunkt Ss. Wandert I
bis Ex um den Winkel 9x~, so wandert I I  urn den gleichen Winkel 
bis ~g~. Ihr Abstand dl~ ist also aus dem sphiirischen Dreieek Sx E~ E~ 
zu bereohnen, in dem die Seiton S~E~ = ~u, ~E~ --- zc - -~2 und 6 
bekannt sind. Folgt ein weiteres Elektron VI  um den WinkeI ~r dem 
I I  nach, so befindet es sich in Ej  und der Abstand d~s - -  J~l~E~ ist 
ebenso bereohenbar. 
In unserem Modell haben wit nun die drei Elektronen I I - - IV ,  die 
die Bewegungsform tg~E~ (d. h. u---~ 0), ferner d ie  drei Elektronen 
V-I - -VI I I ,  die die Bewegungsform E~ E~ (~ :# 0) relativ zu I besitzen, 
und schlieBlich noeh alas Elektron V mit der konstanten Entfernung 
a yon I. 
Es ist zu beachten~ dab die ~# nicht gteieh dem friiher ge- 
brauchten Winkel q~ sind; vielmehr gilt: ~ = ~1~ + 90~ ~ ~P~ + 150~ 
~a + 210~ ~ ~P~s + 150~ = ~ + 2100 = ~P~ + 900- 
Die Reohnung verl~iuft nach folgenden Formeln: 
d~ = 2 r sin ; sin -~  sin 
6 or 
sin 7" cos ~ 1 
2 
o 2 
NO- -~2 - -e rgo"  . 
COS 
cos- Q - -  v 
2 
COS~ 
cos 0 - -  
2 
9 cos  2 
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Die Rechnung (mit Rechenschiebergenauigkeit) ergab, dal3 des 
Minimum yon ss zwisehen c~---800 mit Ss - -2 ,490  und ~ ~ 700 
mit ss ~ 2,488 liegt, der Minimalwert yon ss also noch etwas kleiner 
als letztere beiden Werte sein mul;~ iibereinstimmend mit dem Resultat 
der 1. Bereehnungsmethode. 
]Die Sehwankung der potentiellen Energie eines Elektrons betriigt 
dabei nut bis zu ~ 1,07 Proz. des Mittelwertes, wie man aus folgender 
Tabelle ersieht (fiir ~ ~ 800): 
U~176 1~176 I ~176176 I ! I ~176 ~ 
mit dem Maximalwert 2,516 fiir ~ ~ etwa 42o und dem Minimal- 
wert 2,462 fiir qo ~---etwa 12 ~ 
]Die mittlere Absehirmungszahl ss ist in beiden Reehnungsmethoden 
so boreehnet, als ob die acht Elektronen wirklieh auf den ungest6rten 
Kreisbahnen in genau konstantem Abstand hintereinander liefen. ]:)as 
Ex 
wiirde aber nur bei konstantem Z- -  s8 der Fall sein. Daaber  naeh (7) 
und nach der letzten Tabelle s 8 (q~) nur wenig mit ~ ver~nderlieh ist, 
und das um so mehr yon der wirksamen Zentralladungszahl Z - - ss  
bei nieht zu kleinem Z gilt, bleibt ss mit sehr geringem ]~'ehler als 
,wlrksame a Absehirmungszahl zur Einsetzung in (4) brauehbar. Das 
Wiiffelatom besitzt also erheblieh geringere Gesamtenergie W als ein 
ebener 8-Ring mit s8 ~ 2,805, d.h.  die r~uml iehe  Anordnung 
erwe is t  sieh als e rheb l i ch  s tab i le r  a l s  die ebene. Des ab- 
solute Minimum yon ss erhielte man, wenn man die acht Elektronen in 
den Wiirfeleeken ruhend festh~lt, n~mlich ss ~ 2~4686. ]Dutch unser 
dynamisehes Modell ist dieses Ideal mit w ~ 2,486 nahezu erfiillt. 
]Die Betraebtungen fiber relativistisehe Ellipsenbahnen in der 
IV. Mitteilung 1) sind ohne weiteres auf des vorliegende Modell i~ber- 
tragbar. 
K ie l ,  Institut fiir theoretische Physik, im Juni 1920. 
F rankfur t  a. M., Inst itut fiir theoretische Physik, im Juni 1920. 
1) A. Land6, Dynamik der r~umlichen Jktoms~ruktur IV. ZS. f. Phys. 2, 
83--86, 1920. 
